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ABSTRAK
KARAKTERISTIK ALJABAR LIE DENGAN ALJABAR BCL (Binary and
Constant’s Liu)
Himpunan merupakan kumpulan objek yang terdefinisi dengan jelas.
Ruang vektor adalah himpunan tak kosong V atas lapangan F yang dilengkapi
dengan suatu operasi ◦ yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu dari ruang
vektor. Suatu himpunan tak kosong X dengan konstanta 0 yang dilengkapi dengan
operasi biner ∗ disebut sebagai aljabar BCL (Binary and Constant’s Liu), apabila
memenuhi aksioma-aksioma tertentu dari aljabar BCL. Ruang vektor V atas
lapangan F yang dilengkapi dengan pemetaan bilinier dan memenuhi
aksioma-aksioma tertentu dari aljabar Lie, maka disebut sebagai aljabar Lie.
Beberapa sifat yang ada pada aljabar BCL ternyata dapat membentuk aljabar Lie,
begitupun sebaliknya. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menjelaskan
karakteristik dari aljabar BCL dan aljabar lie berdasarkan pada sifat yang ada pada
masing-masing aljabar, menganalisis hubungan antara aljabar Lie dengan aljabar
BCL, menjelaskan definisi dari aljabar pseudo BCL serta menganalisis hubungan
antara aljabar pseudo BCL dengan aljabar Lie. Berdasarkan analisa yang telah
dilakukan, didapatkan sifat-sifat dari aljabar Lie, aljabar BCL dan aljabar pseudo
BCL. Sifat-sifat dari aljabar Lie dapat membentuk aljabar BCL dengan syarat
x ∗ y = [x, y] − [y, x], (x ∗ y) ∗ z = [[x, y], z] dan 0 ∗ x = 0 = [x, x] untuk setiap
x, y, z elemen dari aljabar Lie dan jika aljabar Lie abelian, maka dapat pula
membentuk aljabar BCL dengan x = y = z. Selain itu, sifat-sifat dari aljabar
pseudo BCL dapat membentuk aljabar Lie dengan syarat [x, y] = (x ∗ y)− (y ∗ x)
untuk setiap x, y elemen dari aljabar Lie. Jika x = y maka aljabar pseudo tersebut
akan membentuk aljabar Lie abelian.
Kata kunci: Aljabar Lie, Aljabar BCL, Aljabar Adjoin BCL dan Aljabar Pseudo
BCL
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ABSTRACT
CHARACTERISTIC OF LIE ALGEBRA WITH BCL (Binary and
Constant’s Liu) ALGEBRA
A set is a clearly defined as the collection of objects. The vector space is a
non-empty set V of field F which is equipped with an operation ◦ that fulfills the
certain axioms of vector space. A non-empty set X with constant 0 and equipped
with a binary operation is called as BCL algebra, if it fulfills certain axioms from
BCL algebra. Besides, a vector space V over the field F which is equipped with
bilinier mapping and fulfills certain axioms from Lie algebra, is called Lie algebra.
Some properties that exist in BCL algebra apparently can form a Lie algebra, and
vice versa. This study aims to explain the characteristics of BCL algebra and Lie
algebra based on the nature of each algebra, analyze the relationship between Lie
algebra and BCL algebra, explain the definition of pseudo BCL algebra and
analyze yhe relationship between pseudo BCL algebra and Lie algebra. Based on
the analysis that has been done, the researcher obtained the characteristics of Lie
algebra, BCL algebra and pseudo BCL algebra. The characteristics of Lie algebra
can form BCL algebra with the condition x ∗ y = [x, y] − [y, x],
(x ∗ y) ∗ z = [[x, y], z] and 0 ∗ x = 0 = [x, x] for all x, y, z in Lie algebra and if Lie
algebra is abelian, then it can construct BCL algebra with x = y = z. Beside that,
the characteristics of pseudo BCL algebra can form Lie algebra with the condition
[x, y] = (x ∗ y) − (y ∗ x) for all x, y in Lie algebra. If x = y, so pseudo BCL
algebra can construct abelian Lie algebra.
Keywords: Lie Algebra, BCL Algebra, Adjoint BCL Algebra and Pseudo BCL
Algebra.
xiv
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
DAFTAR ISI
HALAMAN JUDUL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i
LEMBAR PERSETUJUAN PEMBIMBING . . . . . . . . . . . . . . . . ii
PENGESAHAN TIM PENGUJI SKRIPSI . . . . . . . . . . . . . . . . . iii
HALAMAN PERNYATAAN KEASLIAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv
MOTTO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v
HALAMAN PERSEMBAHAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vi
KATA PENGANTAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii
DAFTAR ISI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix
DAFTAR TABEL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi
DAFTAR LAMBANG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xii
ABSTRAK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xiii
ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xiv
I PENDAHULUAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1. Latar Belakang Masalah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Rumusan Masalah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. Tujuan Penelitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4. Manfaat Penelitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.5. Sistematika Penulisan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
II TINJAUAN PUSTAKA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.1. Himpunan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2. Grup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3. Ruang Vektor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4. Komutator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.5. Aljabar Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.6. Aljabar BCL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.7. Integrasi Keilmuan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
III HASIL DAN PEMBAHASAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
ix
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
x
IV PENUTUP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.1. Simpulan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2. Saran . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
DAFTAR PUSTAKA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
A Pembuktian Tabel Aljabar BCI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
B Pembuktian Tabel Aljabar BCK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
C Pembuktian Tabel Aljabar BCH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
D Pembuktian Tabel Aljabar BCL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
DAFTAR TABEL
2.3 Tabel Cayley Q4 terhadap operasi × . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.5 Tabel Cayley X terhadap operasi ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.6 Tabel Cayley X terhadap operasi ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.7 Tabel Cayley X terhadap operasi ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
xi
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
DAFTAR LAMBANG
∈ : anggota
+ : Operasi biner penjumlahan pada bilangan
◦ : Operasi hasil kali titik di R3
∗ : Operasi biner pada aljabar BCL
∅ : Himpunan kosong
< : Kurang dari
Z : Himpunan bilangan bulat
 : akhir suatu bukti
R : Himpunan bilangan riil
× : Operasi hasil kali silang (cross product)
[x, y] : Komutator dari x dan y atau disebut Lie bracket
α dan β : Sebarang konstanta di lapangan
xii
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
BAB I
PENDAHULUAN
1.1. Latar Belakang Masalah
Matematika adalah ilmu pengetahuan yang didapatkan oleh setiap manusia
sebelum mendapatkan pendidikan formal. Matematika tidak terlepas dari
kehidupan sehari-hari. Banyak peristiwa yang dialami dalam kehidupan ini yang
membutuhkan penyelesaian matematika. Dengan memanfaatkan ilmu matematika
dalam kehidupan sehari-hari, maka semua masalah yang ada dapat dipecahkan dan
diselesaikan (Annisa , 2014).
Pada hakikatnya, matematika merupakan suatu bahasa yang menggunakan
simbol dan aturan-aturan yang telah disepakati. Salah satu cabang keilmuan yang
ada di dalam ilmu matematika yang membahas mengenai pembuktian, simbol dan
teori-teori adalah aljabar. Aljabar merupakan salah satu cabang keilmuan
matematika yang akhir-akhir ini sering diperbincangkan dan dikaji oleh banyak
orang. Dalam cabang keilmuan aljabar juga terdapat beberapa subkeilmuan lain,
salah satunya adalah aljabar abstrak (Fanny , 2018).
Aljabar abstrak atau yang biasa disebut sebagai struktur aljabar adalah
salah satu cabang keilmuan yang membahas mengenai himpunan, grup, ring, field
dan modul serta struktur aljabar yang lebih kompleks seperti ruang vektor, modul
dan aljabar. Himpunan merupakan kumpulan objek yang terdefinisi dengan jelas.
Objek-objek tersebut disebut sebagi anggota dari himpunan (Bhattacharya dkk. ,
1995).
Selain himpunan, terdapat subkeilmuan aljabar yang lain yaitu ruang vektor
1
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2
dan aljabar. Ruang vektor adalah himpunan tidak kosong V atas lapangan F
dengan dua operasi biner yaitu + dan ◦ dimana (V,+) grup abelian dan terdapat
pemetaan ◦ : F × V → V yang memenuhi aksioma-aksioma dari ruang vektor
(Lestari , 2012). Suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan pemetaan bilinier
yang memenuhi beberapa aksioma disebut sebagai aljabar. Apabila aljabar tersebut
memenuhi dua aksioma yaitu skew-simetri dan identitas Jacobi, maka aljabar
tersebut merupakan aljabar Lie (Erdmann dan Wildon , 2006). Aljabar lie
diperkenalkan oleh matematikawan asal Norwegia yang bernama Sophus Lie pada
akhir abad ke-19 (Wika , 2016).
Selain aljabar Lie, terdapat pula aljabar-aljabar yang lain yaitu aljabar BCI
dan aljabar BCK. Suatu himpunan tidak kosong X dengan konstanta 0 dan operasi
biner ∗ disebut sebagai aljabar BCI apabila memenuhi beberapa aksioma dari
aljabar BCI (Liu , 2011). Aljabar BCI diperkenalkan oleh Kiyoshi Iseki dan
Shotaro Tanaka pada tahun 1966. Aljabar BCI merupakan salah satu kelas dari
aljabar logis. Nama aljabar BCI berasal dari kombinator B,C,K dan I dalam logika
kombinasi.
Selain itu ada juga aljabar BCK. Sama halnya dengan aljabar BCI, aljabar
BCK juga diperkenalkan oleh Kiyoshi Iseki dan Shotaro Tanaka pada tahun 1966.
Aljabar BCK adalah suatu himpunan tidak kosong X dengan konstanta 0 dan
operasi biner ∗ yang memenuhi beberapa aksioma dari aljabar BCK (Huang ,
2003).
Aljabar BCI dan BCK merupakan aljabar dasar yang dijadikan bahan
kajian oleh para matematikawan untuk menciptakan suatu aljabar baru. Salah satu
aljabar yang berhasil ditemukan adalah aljabar BCL. Aljabar BCL diperkenalkan
oleh Yonghong Liu pada tahun 2011. Yonghong Liu menemukan aljabar BCL
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3
berdasarkan kajiannya mengenai sifat-sifat dari aljabar BCI, BCK dan BCH (Liu ,
2011). Dalam aljabar BCL terdapat suatu sifat yang memiliki keunikan tersendiri,
yaitu aljabar pseudo BCL. aljabar pseudo BCL merupakan salah satu sifat yang
ada pada aljabar BCL yang dapat dikaji dengan aljabar Lie.
Aljabar Lie dan aljabar BCL merupakan aljabar yang termotivasi dari suatu
grup. Terdapat beberapa sifat dari aljabar Lie yang ternyata dapat membentuk
suatu aljabar BCL. Begitupun dengan sebaliknya, beberapa sifat yang ada pada
aljabar BCL ternyata juga dapat membentuk suatu aljabar lie dengan beberapa
kondisi tertentu yang harus dipenuhi (Liu , 2011).
Berdasarkan permasalahan dari aljabar Lie dan aljabar BCL yang sudah
dipaparkan diatas, timbul suatu pertanyaan yaitu bagaimana sifat-sifat yang ada
pada aljabar Lie dengan aljabar BCL sehingga dengan menggunakan sifat tersebut
mendapatkan suatu relasi antara aljabar Lie dengan aljabar BCL. Pada penelitian
ini, akan dikaji mengenai konsep dari aljabar Lie dan aljabar BCL, sifat yang ada
pada keduanya serta hubungan antara aljabar Lie dan aljabar BCL. Berdasarkan
latar belakang tersebut, peneliti tertarik untuk mengambil suatu judul yaitu “
Karakteristik Aljabar Lie dengan Aljabar BCL (Binary and Constant’s Liu “.
1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan pemaparan latar belakang masalah diatas, rumusan masalah
yang akan dikaji yaitu:
1. Bagaimana karakteristik yang ada pada aljabar Lie dengan aljabar BCL ?.
2. Bagaimana karakteristik yang ada pada aljabar Lie dengan aljabar pseudo BCL
?.
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1.3. Tujuan Penelitian
Tujuan peneliti melakukan penelitian ini adalah:
1. Untuk menunjukkan keterhubungan antara aljabar Lie dengan aljabar BCL.
2. Untuk menunjukkan keterhubungan antara aljabar Lie dengan aljabar pseudo
BCL.
1.4. Manfaat Penelitian
Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Bagi penulis
a. Menambah pengetahuan dan keilmuan mengenai konsep-konsep dari
karakteristik aljabar Lie dengan aljabar BCL.
b. Melengkapi struktur keilmuan dalam aljabar, khususnya yang berkaitan
dengan karakteristik aljabar Lie dengan aljabar BCL.
2. Bagi Universitas
a. Sebagai bahan masukkan atau referensi dalam meningkatkan standar mutu
pendidikan yang diberikan.
b. Sebagai bahan masukkan atau referensi bagi mahasiswa lain untuk
melakukan penelitian yang akan datang.
c. Sebagai bahan masukkan atau referensi bagi pihak universitas untuk
melakukan penilaian terhadap tingkat pemahaman materi yang telah
diterima oleh para mahasiswa.
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3. Bagi Peneliti
Dengan adanya penelitian ini diharapkan dapat menjadi bahan masukkan atau
referensi untuk melanjutkan atau mengkaji ulang penelitian ini.
1.5. Sistematika Penulisan
Pada Penelitian ini akan dibagi mejadi tiga bagian, yaitu bagian awal, bagian
isi, dan bagian akhir, yang masing -masing diuraikan sebagai berikut.
BAB I : PENDAHULUAN
Bab ini berisi tentang latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan.
BAB II : TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini berisi tentang penjelasan teori tentang definisi dan contoh dari
himpunan, grup, ruang vektor, komutator, aljabar lie dan sifat-sifat aljabar Lie serta
aljabar BCL dan sifat-sifat aljabar BCL.
BAB III : HASIL DAN PEMBAHASAN
Bab ini berisi tentang penjelasan hasil dan pembahasan mengenai sifat-sifat
dari aljabar Lie dengan aljabar BCL dan sifat-sifat dari aljabar pseudo BCL dengan
aljabar Lie.
BAB IV : PENUTUP
Bab ini berisi tentang simpulan dan saran dari hasil penelitian yang telah
diperoleh.
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
Pada Bab ini akan dijelaskan mengenai definisi dan contoh dari himpunan,
grup, ruang vektor, komutator, aljabar lie dan sifat-sifat aljabar lie serta aljabar BCL
dan sifat-sifat aljabar BCL.
2.1. Himpunan
Himpunan merupakan istilah yang sering kali didengar saat kita belajar
aljabar, terutama aljabar abstrak. Hal ini dikarenakan himpunan merupakan bagian
dasar dari struktur aljabar yang lain. Definisi dari himpunan adalah sebagai berikut
Definisi 2.1.1 (Bhattacharya dkk. , 1995) Himpunan merupakan kumpulan objek
yang terdefinisi dengan jelas dan mempunyai karakteristik yang sama. Sekumpulan
objek tersebut disebut sebagai anggota dari himpunan.
Objek yang ada dalam suatu himpunan dapat berupa benda konkrit atau
nyata seperti buku, laptop, dan lain-lain, atau dapat berupa benda abstrak seperti
bilangan, fungsi, dan sejenisnya.
Misalkan X merupakan suatu himpunan. Jika x suatu objek yang ada pada
X , maka x dikatakan anggota dari X dan ditulis x ∈ X . Jika himpunan X tidak
memiliki anggota satupun, maka X disebut himpunan kosong dan dinotasikan
dengan X = ∅.
Contoh 2.1.2 Misalkan X adalah himpunan bilangan ganjil yang kurang dari 10,
maka dapat ditulis:
X = {1,3,5,7,9}
atau dapat ditulis sebagai:
6
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7
X = { x | x < 10, x ∈ ganjil}
2.2. Grup
Salah satu sistem aljabar paling sederhana adalah grup. Grup didefinisikan
sebagai himpunan tak kosong dengan operasi biner yang memenuhi beberapa
aksioma dari grup, diantaranya adalah tertutup, asosiatif, mempunyai identitas dan
memiliki invers.
Definisi 2.2.1 (Raishinghania & Anggarwal , 1980) Grup adalah suatu himpunan
tidak kosong G yang tertutup terhadap operasi biner ∗, dinotasikan (G, ∗) yang
memenuhi 3 aksioma berikut:
i. Asosiatif, yaitu untuk semua x, y, z ∈ G berlaku (x∗y)∗z = x∗(y∗z)
ii. Keberadaan elemen identitas, yaitu terdapat e ∈ G untuk setiap x ∈ G sebagai
elemen identitas sedemikian sehingga berlaku x ∗ e = e ∗ x = x
iii. Keberadaan elemen invers, yaitu untuk setiap x ∈ G terdapat x−1 ∈ G sebagai
elemen invers sedemikian sehingga berlaku x ∗ x−1 = x−1∗ x = e
Contoh 2.2.2 Diberikan matriks M dengan definisi sebagai berikut:
M =

a 0
0 0
 | a ∈ Z

Terhadap operasi penjumlahan (M,+) merupakan grup sebab memenuhi:
1. Sifat Tertutup
Ambil sebarang M1,M2 ∈ M dengan M1 =
a1 0
0 0
 dan M2 =
a2 0
0 0
 ;
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a1, a2 ∈ Z, maka:
M1 +M2 =
a1 0
0 0
+
a2 0
0 0
 =
a1 + a2 0
0 0
 ∈ M
2. Sifat Asosiatif
Ambil sebarang M1,M2,M3 ∈ M dengan M1 =
a1 0
0 0
 ,M2 =
a2 0
0 0

dan M3 =
a3 0
0 0
 ; a1, a2, a3 ∈ Z, maka:
(M1 +M2) +M3 =

a1 0
0 0
+
a2 0
0 0

+
a3 0
0 0

=
a1 + a2 0
0 0
+
a3 0
0 0

=
a1 + a2 + a3 0
0 0

=
a1 0
0 0
+
a2 + a3 0
0 0

=
a1 0
0 0
+

a2 0
0 0
+
a3 0
0 0


=M1 + (M2 +M3)
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3. Keberadaan Elemen Identitas
Terdapat e =
0 0
0 0
 sebagai elemen identitas di M sedemikian hingga untuk
sebarang M1 ∈M berlaku:
M1 + e =M1a1 0
0 0
+
0 0
0 0
 =
a1 0
0 0

4. Keberadaan Elemen Invers
Ambil sebarang M1 =
a1 0
0 0
 ∈ M , terdapat M−11 =
−a1 0
0 0
 sebagai
elemen invers di M sedemikian hingga berlaku M1 +M−11 =M
−1
1 +M1 = e
M1 +M
−1
1 = ea1 0
0 0
+
−a1 0
0 0
 =
0 0
0 0

Definisi 2.2.3 (Raishinghania & Anggarwal , 1980) Suatu grup G yang dilengkapi
operasi biner (G,∗) dikatakan grup abelian apabila untuk semua x,y ∈ G berlaku x
∗ y = y ∗ x.
Contoh 2.2.4 Berdasarkan pada Contoh 2.2.2, matriks M berukuran 2×2 adalah
grup. Selain itu, matriks M berukuran 2×2 juga merupakan grup abelian sebab:
Untuk setiap M1,M2 ∈ M dengan M1 =
a1 0
0 0
 dan M2 =a2 0
0 0
 ; a1, a2 ∈ Z, berlaku M1 +M2 =M2 +M1, yaitu
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M1 +M2 =
a1 0
0 0
+
a2 0
0 0

=
a1 + a2 0
0 0

=
a2 + a1 0
0 0

=
a2 0
0 0
+
a1 0
0 0

=M2 +M1
Contoh 2.2.5 Diberikan suatu himpunan R2 yang didefinisikan sebagai berikut:
R2 =

x
y
 | x, y ∈ R

Terhadap operasi penjumlahan (R2,+) merupakan grup abelian sebab memenuhi:
1. Sifat Tertutup
Ambil sebarang v1 =
x1
y1
 dan v2 =
x2
y2
 ∈ R2 ; x1, x2, y1, y2 ∈ R. maka:
v1 + v2 =
x1
y1
+
x2
y2
 =
x1 + x2
y1 + y2
 ∈ R2
2. Sifat Asosiatif
Ambil sebarang v1 =
x1
y1
 , v2 =
x2
y2
 dan v3 =
x3
y3
 ∈ R2 ;
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x1, x2, x3, y1, y2, y3 ∈ R, maka berlaku:
(v1 + v2) + v3 =

x1
y1
+
x2
y2

+
x3
y3

=
x1 + x2
y1 + y2
+
x3
y3

=
x1 + x2 + x3
y1 + y2 + y3

=
x1
y1
+
x2 + x3
y2 + y3

=
x1
y1
+

x2
y2
+
x3
y3


= v1 + (v2 + v3)
3. Keberadaan Elemen Identitas
Terdapat ∈
0
0
R2 sebagai elemen identitas di R2 sedemikian hingga untuk
sebarang vektor v1 =
x1
y1
 ∈ R2 berlaku:
x1
y1
+
0
0
 =
x1
y1

4. Keberadaan Elemen Invers
Ambil sebarang sebarang vektor v1 =
x1
y1
 ∈ R2 yaitu
x1
y1
, terdapat suatu
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elemen invers diR2 yaitu v−11 =
−x1
−y1
 sedemikian hingga berlaku v1+v−11 =
v−11 + v1 = e
v1 + v
−1
1 = ex1
y1
+
−x1
−y1
 =
0
0

5. Sifat Komutatif
Ambil sebarang v1 =
x1
y1
 dan v2 =
x2
y2
 ∈ R2;x1, x2, y1, y2 ∈ R, maka
berlaku:
v1 + v2 =
x1
y1
+
x2
y2

=
x1 + x2
y1 + y2

=
x2 + x1
y2 + y1

=
x2
y2
+
x1
y1

= v2 + v1
2.3. Ruang Vektor
Ruang vektor merupakan suatu himpunan semua objek yang dapat
dijumlahkan satu sama lain dan dikalikan dengan sebarang bilangan, yang
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menghasilkan suatu anggota lain dalam himpunan itu. Berikut ini diberikan
definisi dari ruang vektor.
Definisi 2.3.1 (Anton dan Chris , 1973) Diberikan lapangan berhingga F . Suatu
himpunan tidak kosong V dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar
dengan elemen di F disebut ruang vektor apabila memenuhi beberapa aksioma
berikut: Untuk semua x, y, z ∈ V dan α, β ∈ F
i. x+ y ∈ V (Sifat Tertutup)
ii. (x+ y) + z = x+ (y + z) (Sifat Asosiatif)
iii. Ada elemen 0 ∈ V dengan sifat 0 + x = x + 0 = x untuk setiap x ∈ V
(Keberadaan elemen Identitas)
iv. Untuk setiap x ∈ V terdapat elemen invers di V , disebut−x sedemikian hingga
x+ (−x) = (−x) + x = 0 (keberadaan elemen invers)
v. x+ y = y + x (Sifat Komutatif)
vi. jika α adalah suatu skalar dan x sebarang objek di V maka αx ∈ V
vii. α(x+ y) = αx+ αy
viii. (α + β)x = αx+ βx
ix. (αβ)x = α(βx)
x. Jika 1 adalah identitas terhadap operasi perkalian di F , maka 1x = x
Contoh 2.3.2 Diberikan
R2 =

x
y
 | x, y ∈ R

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R2 adalah ruang vektor atas lapangan R karena memenuhi grup abelian seperti pada
Contoh 2.2.5. Selain itu juga memenuhi:
Untuk sebarang α, β ∈ F dan v1 =
x1
y1
 dan v2
x2
y2
 ∈ R2 berlaku:
vi. α v1 ∈ R2
αv1 = α
x1
y1

=
αx1
αy1
 ∈ R2
vii. α (v1 + v2) = αv1 + αv2
α (v1 + v2) = α

x1
y1
+
x2
y2


=
αx1
αy1
+
αx2
αy2

viii. (α + β)v1 = (αv1 + βv1)
(α + β)v1 = (α + β)
x1
y1

=
αx1
αy1
+
βx1
βy1

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ix. (αβ)v1 = α(βv1)
(α β)v1 = (α β)
x1
y1

= α
β
x1
y1


= α

βx1
βy1


x. 1Rv1 = v1
1Rv1 = 1
x1
y1

=
x1
y1

2.4. Komutator
Definisi 2.4.1 (Dummit dan Foote , 2004) MisalkanG adalah suatu grup dan x, y ∈
G. Komutator dari pasangan terurut (x, y) adalah [x, y] = xyx−1y−1.
Teorema 2.4.2 Komutator dari (x, y) adalah elemen identitas jika dan hanya jika
xy = yx
Bukti. ⇒ Jika komutator dari (x, y) adalah elemen identitas maka xy = yx
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[x, y] = e
xyx−1y−1 = e (definisi komutator)
(xyx−1y−1)yx = e(yx) (kedua ruas dikalikan dengan (yx))
xy(x−1y−1yx) = e(yx) (sifat asosiatif)
xy(x−1xy−1y) = e(yx) (sifat komutatif)
xy(e) = e(yx) (sifat invers)
xy = yx
⇐ Jika xy = yx maka komutator dari (x, y) adalah elemen identitas
xy = yx
xy(x−1) = yx(x−1) (kedua ruas dikalikan dengan (x−1))
xy(x−1) = y(xx−1) (sifat asosiatif)
xyx−1 = y(e) (sifat invers)
xyx−1(y−1) = y(y−1) (kedua ruas dikalikan dengan (y−1))
xyx−1y−1 = e (sifat invers)
[x, y] = e

Contoh 2.4.3 Diberikan tabel cayley dari Q4 terhadap operasi × sebagai berikut.
Tabel 2.3 Tabel Cayley Q4 terhadap operasi ×
× 1 -1 i −i
1 1 -1 i −i
−1 -1 1 −i i
i i −i -1 1
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−i −i i 1 -1
Diketahui bahwa Q4 = {1,−1, i,−i} terhadap operasi perkalian × adalah
grup abelian. Untuk semua x, y ∈ Q4, komutator dari (x, y) = [x, y] = 1 = e , sebab:
x y [x, y]
1 1 1
-1 1
i 1
−i 1
-1 1 1
-1 1
i 1
−i 1
i 1 1
-1 1
i 1
−i 1
−i 1 1
-1 1
i 1
−i 1
2.5. Aljabar Lie
Aljabar Lie merupakan salah satu contoh dari aljabar yang diperkenalkan
oleh Shopus Lie, matematikawan asal Norwegia pada akhir abad ke-19. Berikut
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diberikan definisi dari aljabar Lie.
Definisi 2.5.1 (Erdmann dan Wildon , 2006) Misalkan F adalah suatu lapangan.
Aljbara Lie atas lapangan F adalah suatu ruang vektor dengan pemetaan bilinier
(disebut Lie Bracket):
[, ] : L× L→ L
(x, y) 7→ [x, y]
yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:
1. [x, x] = 0 untuk setiap x ∈ L,
2. [x, [y, z]] + [y, [x, z]] + [z, [x, y]] = 0 untuk setiap x, y, z ∈ L.
Pemetaan bilinier (Lie Bracket) yang ada pada aljabar Lie merupakan
komutator dari x dan y. Aksioma 2 disebut sebagai identitas Jacobi. Karena Lie
Bracket [-,-] adalah pemetaan bilinier dan aksioma (1.), maka:
0 = [x+ y, x+ y]
= [x, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y]
= 0 + [x, y] + [y, x] + 0
= [x, y] + [y, x]
berakibat
3. [x, y] = −[y, x]
Aljabar Lie dikatakan abelian apabila [x, y] = [y, x], untuk semua x, y ∈ L.
Salah satu kondisi yang menyebabkan aljabar Lie L abelian terdapat pada lemma
berikut ini.
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Lemma 2.5.2 Aljabar Lie L abelian jika dan hanya jika [x, y] = 0, untuk setiap
x, y ∈ L.
Bukti.
⇒ Jika L adalah aljabar Lie yang abelian, maka [x, y] = [y, x].
Ambil sebarang x, y ∈ L. Dari akibat 3 didapat [y, x] = [x, y] = −[y, x].
Diperoleh [y, x] = −[y, x]. Kondisi tersebut terpenuhi apabila [y, x] = 0.
⇐ Jika [x, y] = 0 maka aljabar Lie L adalah abelian.
Ambil sebarang x, y ∈ L. Apabila [y, x] = 0, maka [x, y] = [y, x] = 0, untuk
semua x, y ∈ L. Jika [x, y] = 0, maka [x, y] = 0 = −0 = [y, x], untuk semua
x, y ∈ L. Jadi, L adalah aljabar Lie abelian. 
Sifat dari Lie Bracket dengan 0 terdapat pada lemma berikut.
Lemma 2.5.3 Misalkan L adalah aljabar Lie. [v, 0] = 0 = [0, v], untuk setiap
v ∈ L.
Bukti. Berdasarkan aksioma 1 dari aljabar Lie (2.5.1),
0 = [v, v] = [v, v + 0] = [v, v] + [v, 0] = 0 + [v, 0] = [v, 0] = −[0, v].
Jadi didapatkan [v, 0] = 0 = [0, v]. 
Contoh 2.5.4 Diberikan ruang vektor R3 bersama bracket
[x, y] = x× y
dengan x × y adalah hasil kali silang (cross product) biasa antara vektor x dan y,
merupakan aljabar Lie.
Selanjutnya, ditunjukkan operator [-,-] bilinear yaitu :
1. [xa + xb, y] = [xa, y] + [xb, y],∀xa, xb, y ∈ R3
2. [α1xa, y] = α1[xa, y],∀α1 ∈ R ∀xa, y ∈ R3
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3. [x, ya + yb] = [x, ya] + [x, yb],∀ya, yb, x ∈ R3
4. [x, α2ya] = α2[x, ya],∀α2 ∈ R ∀x, ya ∈ R3
Misal xa = (x1,1, x2,1, x3,1), xb = (x1,2, x2,2, x3,2), x = (x1, x2, x3), ya =
y1,1, y2,1, y3,1, yb = (y1,2, y2,2, y3,2), dan y = (y1, y2, y3)
1. Untuk sebarang xa, xb, y ∈ R3
[xa + xb, y] = ((x2,1 + x2,2)y3 − (x3,1 + x3,2)y2, (x3,1 + x3,2)y1 − (x1,1 + x1,2)y3,
(x1,1 + x1,2)y2 − (x2,1 + x2,2)y1)
= (x2,1y3 − x3,1y2, x3,1y1 − x1,1y3, x1,1y2 − x2,1y1) + (x2,2y3 − x3,2y2,
x3,2y1 − x1,2y3, x1,2y2 − x2,2y1)
= [xa, y] + [xb, y]
2. Untuk sebarang xa, y ∈ R3 dan α1 ∈ R
[α1xa, y] = (α1x2,1y3 − α1x3,1y2, α1x3,1y1 − α1x1,1y3, α1x1,1y2 − α1x2,1y1)
= α1(x2,1y3 − x3,1y2, x3,1y1 − x1,1y3, x1,1y2 − x2,1y1)
= α1[xa, y]
3. Untuk sebarang x, ya, yb ∈ R3
[x, ya + yb] = ((y2,1 + y2,2)x3 − (y3,1 + y3,2)x2, (y3,1 + y3,2)x1 − (y1,1 + y1,2)x3,
(y1,1 + y1,2)x2 − (y2,1 + y2,2)x1)
= (y2,1x3 − y3,1x2, y3,1x1 − y1,1x3, y1,1x2 − y2,1x1) + (y2,2x3 − y3,2x2,
y3,2x1 − y1,2x3, y1,2x2 − y2,2x1)
= [x, ya] + [x, yb]
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4. Untuk sebarang ya, x ∈ R3 dan α2 ∈ R
[x, α2ya] = (α2y2,1x3 − α2y3,1x2, α2y3,1x1 − α2y1,1x3, α2y1,1x2 − α2y2,1x1)
= α2(y2,1x3 − y3,1x2, y3,1x1 − y1,1x3, y1,1x2 − y2,1x1)
= α2[x, ya]
Selanjutnya, ditunjukkan [x, x] = 0, Untuk setiap x ∈ R3
[x, x] = (x2x3 − x3x2, x3x1 − x1x3, x1x2 − x2x1) = (0, 0, 0)
Untuk menunjukkan [−,−] memenuhi identitas Jacobi, digunakan persamaan yang
berlaku di R3 berikut
[x, [y, z]] = (x ◦ z)y − (x ◦ y)z
dengan operator ◦ adalah hasil kali titik di R3. Terlebih dahulu ditunjukkan bahwa
[x, [y, z]] = (x ◦ z)y − (x ◦ y)z.
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Misalkan x = (x1, x2, x3) , y = (y1, y2, y3) dan z = (z1, z2, z3)
[x, [y, z]] = [(x1, x2, x3), (y2z3 − y3z2, y3z1 − y1z3, y1z2 − y2z1)]
= (x2(y1z2 − y2z1)− x3(y3z1 − y1z3), x3(y2z3 − y3z2)− x1(y1z2 − y2z1),
x1(y3z1 − y1z3)− x2(y2z3 − y3z2))
= (x2y1z2 − x2y2z1 − x3y3z1 + x3y1z3, x3y2z3 − x3y3z2 − x1y1z2+
x1y2z1, x1y3z1 − x1y1z3 − x2y2z3 + x2y3z2)
= (x2y1z2 + x3y1z3 + x1y1z1 − x1y1z1 − x2y2z1 − x3y3z1, x2y2z2−
x2y2z2 − x3y3z2 − x1y1z2 + x3y2z3 + x1y2z1, x1y3z1 + x2y3z2 + x3y3z3−
x3y3z3 − x1y1z3 − x2y2z3)
= (x2y1z2 + x3y1z3 + x1y1z1, x3y2z3 + x1y2z1 + x2y2z2, x1y3z1+
x2y3z2 + x3y3z3)− (x2y2z1 + x3y3z1 + x1y1z1, x2y2z2 + x3y3z2 + x1y1z2,
x1y1z3 + x3y3z3 + x2y2z3)
= (x1z1 + x2z2 + x3z3)(y1, y2, y3)− (x1y1 + x2y2 + x3y3)(z1, z2, z3)
= (x ◦ z)y − (x ◦ y)z
maka :
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = (x ◦ z)y − (x ◦ y)z + (y ◦ z)z − (y ◦ z)x+
(z ◦ y)x− (z ◦ x)y
= 0
2.6. Aljabar BCL
Berikut ini diberikan definisi dari aljabar BCI, aljabar BCK, aljabar BCH
dan aljabar BCL.
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Definisi 2.6.1 (Huang , 2003) Misalkan X adalah himpunan tidak kosong dengan
operasi biner ∗ dan konstanta 0. Maka struktur aljabar (X; ∗, 0) dikatakan aljabar
BCI jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
untuk semua x, y, z ∈ X
i. ((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ y) = 0
ii. x ∗ x = 0
iii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 maka x = y
iv. (x ∗ (x ∗ y)) ∗ y = 0
Contoh 2.6.2 Misalkan (X; ∗, 0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta
0 dan operasi biner ∗, dimana X = {0, 1, 2}. Berikut didefinisikan operasi ∗ pada
X seperti pada tabel 2.5.
Tabel 2.5 Tabel Cayley X terhadap operasi ∗
∗ 0 1 2
0 0 2 1
1 1 0 2
2 2 1 0
(X; ∗, 0) merupakan aljabar BCI sebab:
i. ((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ y) = 0
Untuk semua x, y, z ∈ X berlaku:
((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ y) = 0
Misalkan x = 0, y = 0 dan z = 0, maka:
((0 ∗ 0) ∗ (0 ∗ 0)) ∗ (0 ∗ 0) = 0
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Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y, z ∈ X
ii. x ∗ x = 0
Untuk setiap x ∈ X berlaku:
0 ∗ 0 = 0
1 ∗ 1 = 0
2 ∗ 2 = 0
iii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 berakibat x = y
Pada Tabel 2.5 terlihat bahwa untuk semua x, y ∈ X , jika x ∗ y = 0 dan y ∗ x =
0 maka x = y
iv. (x ∗ (x ∗ y)) ∗ y = 0
Untuk semua x, y ∈ X berlaku:
(x ∗ (x ∗ y)) ∗ y = 0
Misalkan x = 0 dan y = 0 maka:
(0 ∗ (0 ∗ 0)) ∗ 0 = 0
Hal tersebut juga berlaku untuk xdan yyang lain
Definisi 2.6.3 (Bae J. dkk. , 2018) Misalkan X adalah himpunan tidak kosong
dengan operasi biner ∗ dan konstanta 0. Maka struktur aljabar (X; ∗, 0) dikatakan
aljabar BCK jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
untuk semua x, y, z ∈ X
i. x ∗ x = 0
ii. 0 ∗ x = 0
iii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 maka x = y
iv. ((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ y) = 0
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v. (x ∗ (x ∗ y)) ∗ y = 0
Contoh 2.6.4 Misalkan (X; ∗, 0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta
0 dan operasi biner ∗, dimana X = {0, a, b, c}. Berikut didefinisikan operasi ∗ pada
X seperti pada tabel 2.6.
Tabel 2.6 Tabel Cayley X terhadap operasi ∗
∗ 0 a b c
0 0 0 0 0
a a 0 0 0
b b 0 0 0
c c 0 0 0
(X; ∗, 0) merupakan aljabar BCK sebab:
i. x ∗ x = 0
Untuk setiap x ∈ X berlaku:
0 ∗ 0 = 0
a ∗ a = 0
b ∗ b = 0
c ∗ c = 0
ii. 0 ∗ x = 0
Untuk setiap x ∈ X berlaku:
0 ∗ 0 = 0
0 ∗ a = 0
0 ∗ b = 0
0 ∗ c = 0
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
26
iii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 berakibat x = y
Pada Tabel 2.6 terlihat bahwa untuk semua x, y ∈ X , jika x ∗ y = 0 dan y ∗ x =
0 maka x = y
iv. ((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ y) = 0
Untuk semua x, y, z ∈ X berlaku:
((x ∗ y) ∗ (x ∗ z)) ∗ (z ∗ y) = 0
Misalkan x = 0, y = 0 dan z = 0, maka:
((0 ∗ 0) ∗ (0 ∗ 0)) ∗ (0 ∗ 0) = 0
Hal ini juga berlaku untuk semua x, y, z ∈ X
v. (x ∗ (x ∗ y)) ∗ y = 0
Untuk semua x, y ∈ X berlaku:
(x ∗ (x ∗ y)) ∗ y = 0
Misalkan x = 0, y = 0 maka:
(0 ∗ (0 ∗ 0)) ∗ 0 = 0
Hal tersebut juga berlaku pada xdan y yang lain
Definisi 2.6.5 (Bae dan Shin , 2015) Misalkan X adalah himpunan tidak kosong
dengan operasi biner ∗ dan konstanta 0. Maka struktur aljabar (X; ∗, 0) dikatakan
aljabar BCH jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
untuk semua x, y, z ∈ X
i. x ∗ x = 0
ii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 maka x = y
iii. ((x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ y
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Contoh 2.6.6 Misalkan (X; ∗, 0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta
0 dan operasi biner ∗, dimana X = {0, a, b, c}. Berikut didefinisikan operasi ∗ pada
X seperti pada Tabel 2.6. (X; ∗, 0) merupakan aljabar BCH sebab:
i. x ∗ x = 0
Untuk setiap x ∈ X berlaku:
0 ∗ 0 = 0
a ∗ a = 0
b ∗ b = 0
c ∗ c = 0
ii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 berakibat x = y
Pada Tabel 2.6 terlihat bahwa untuk semua x, y ∈ X , jika x ∗ y = 0 dan y ∗ x =
0 maka x = y
iii. ((x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ y
Akan ditunjukkan untuk setiap x, y, z ∈ X berlaku (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ y
Misalkan x = 0, y = 0 dan z = 0, maka:
(0 ∗ 0) ∗ 0 = (0 ∗ 0) ∗ 0⇒ 0 = 0
Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y, z ∈ X
Definisi 2.6.7 (Liu , 2011) Misalkan X adalah himpunan tidak kosong dengan
operasi biner ∗ dan konstanta 0. Maka struktur aljabar (X; ∗, 0) dikatakan
aljabar BCL jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
untuk setiap x, y, z ∈ X
i. x ∗ x = 0
ii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 berakibat x = y
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iii. (((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y)) ∗ ((z ∗ y) ∗ x) = 0
Contoh 2.6.8 Misalkan (X; ∗, 0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta
0 dan operasi biner ∗, dimana X = {0, 1, 2}. Berikut didefinisikan operasi ∗ pada
X seperti pada Tabel 2.5. (X; ∗, 0) bukan merupakan aljabar BCL sebab:
= (((0 ∗ 0) ∗ 1) ∗ ((0 ∗ 1) ∗ 0)) ∗ ((1 ∗ 0) ∗ 0)
= ((0 ∗ 1) ∗ (2 ∗ 0)) ∗ (1 ∗ 0)
= (2 ∗ 2) ∗ 1
= 0 ∗ 1
= 2 6= 0
Contoh 2.6.9 Misalkan (X; ∗, 0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta
0 dan operasi biner ∗, dimana X = {0, 1, 2, 3}. Berikut didefinisikan operasi ∗ pada
X seperti pada tabel 2.7.
Tabel 2.7 Tabel Cayley X terhadap operasi ∗
∗ 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 1 0 3 1
2 2 3 0 2
3 3 0 0 0
(X; ∗, 0) merupakan aljabar BCL sebab:
i. x ∗ x = 0
0 ∗ 0 = 0
1 ∗ 1 = 0
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2 ∗ 2 = 0
3 ∗ 3 = 0
ii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 berakibat x = y
Pada Tabel 2.7 terlihat bahwa untuk semua x, y ∈ X , jika x ∗ y = 0 dan y ∗ x =
0 maka x = y
iii. untuk setiap x, y, z ∈ X berlaku:
(((x ∗ y) ∗z) ∗ ((x ∗ z) ∗y))∗ ((z ∗ y) ∗x) = 0
Misalkan x = 0, y = 0, z = 0, maka:
(((0 ∗ 0) ∗ 0) ∗ ((0 ∗ 0) ∗ 0)) ∗ ((0 ∗ 0) ∗ 0) = 0
Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y, z ∈ X
2.7. Integrasi Keilmuan
Matematika merupakan ilmu yang sudah ada sejak beberapa abad yang lalu.
Bahkan sebelum manusia diciptakan, ilmu matematika sudah ada terlebih dahulu.
Hal ini dapat dibuktikan dengan adanya proses penciptaan alam semesta oleh Allah
SWT yang menerapkan konsep dari matematika yakni pengukuran. Dalam proses
penciptaan alam semesta, Allah SWT mengukur segala sesuatunya dengan tepat
dan akurat (Fanny , 2018). Sebagaimana dalam firman Allah SWT dalam surat
Al-Qamar/54 : 49 yaitu :
Artinya :” Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran.”
Selain pengukuran dan perhitungan, dalam matematika juga ada
pembuktian-pembuktian yang menggunakan logika untuk memecahkannya. Dalam
membuktikan suatu teorema, dibutuhkan keuletan dan kekonsistenan agar hasil
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yang diperoleh sesuai dengan harapan. Apabila dalam ajaran agama Islam,
kekonsistenan disebut sebagai istiqomah. Allah SWT telah berfirman dalam
Al-Qur’an surat Al-An’am ayat 117 yaitu:
Artinya :” Sesungguhnya Tuhanmu, Dialah yang lebih mengetahui tentang orang
yang tersesat dari jalan-Nya dan Dia lebih mengetahui tentang orang-orang yang
mendapat petunjuk.”
Pada ayat tersebut, kita diwajibkan untuk selalu istiqomah di jalan yang
benar agar kita tidak tersesat. Sama halnya dengan membuktikan suatu
pembuktian terkait teorema, kita harus selalu konsisten untuk mengambil sebarang
elemen, mendefinisikan suatu operasi atau yang lainnya supaya apa yang kita
definisikan diawal dapat dijadikan suatu modal untuk membuktikan
teorema-teorema yang ada.
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BAB III
HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini akan dibahas mengenai sifat-sifat yang ada pada aljabar Lie,
aljabar BCL dan aljabar pseudo BCL. Selain itu, akan dibahas pula mengenai
hubungan antara aljabar Lie dengan aljabar BCL dan hubungan antara aljabar Lie
dengan aljabar pseudo BCL.
Teorema 3.0.1 Misalkan L adalah aljabar Lie. Jika untuk semua x, y, z ∈ L,
didefinisikan:
(i.) x ∗ y = [x, y]− [y, x]
(ii.) (x ∗ y) ∗ z = [[x, y], z]
(iii.) 0 ∗ x = 0 = [x, x]
maka L adalah aljabar BCL.
Bukti. Diketahui : L adalah aljabar Lie, maka L memenuhi :
a. [x, x] = 0 untuk setiap x ∈ L,
b. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 untuk setiap x, y, z ∈ L.
Untuk semua x, y, z ∈ L, didefinisikan :
(i.) x ∗ y = [x, y]− [y, x]
(ii.) (x ∗ y) ∗ z = [[x, y], z]
31
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(iii.) 0 ∗ x = 0 = [x, x]
dan definisi bracket sebagai berikut :
[, ] : L× L→ L
(x, y) 7→ [x, y] = x+ y
dengan x = xy dan y = −yx
Akan ditunjukkan bahwa L aljabar BCL dimana harus memenuhi:
i. x ∗ x = 0
ii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 maka x = y
iii. (((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y)) ∗ ((z ∗ y) ∗ x) = 0
Berikut pemaparan bukti dari aksioma-aksioma diatas:
i. x ∗ x = 0.
Ambil sebarang x ∈ L, maka :
x ∗ x = [x, x]− [x, x] (sesuai definisi operasi ∗)
= (x+ x)− (x+ x) (sesuai definisi operasi bracket)
= (xx− xx)− (xx− xx) (sesuai definisi operasi bracket)
= xx− xx− xx+ xx
= 0
ii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 maka x = y.
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Ambil sebarang x, y ∈ L, maka :
x ∗ y = [x, y]− [y, x] (sesuai definisi operasi ∗)
= (x+ y)− (y + x) (sesuai definisi operasi bracket)
= (xy − yx)− (−yx+ xy) (sesuai definisi operasi bracket)
= xy − yx+ yx− xy
= 0
= [x, x] (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)
dan
y ∗ x = [y, x]− [x, y] (sesuai definisi operasi∗)
= (y + x)− (x+ y) (sesuai definisi operasi bracket)
= (−yx+ xy)− (xy − yx) (sesuai definisi operasi bracket)
= −yx+ xy − xy + yx
= 0
= [y, y] (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)
0 = [x, x] = [y, y] maka didapatkan x = y
iii. (((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y)) ∗ ((z ∗ y) ∗ x) = 0
Ambil sebarang x, y, z ∈ L
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(x ∗ y) ∗ z = [[x, y], z] (sesuai definisi aksioma pada teorema 3.0.1 (iii))
= [(x+ y), z] (sesuai definisi operasi bracket)
= (x+ y) + z (sesuai definisi operasi bracket)
= (x+ y)z − z(x+ y) (sesuai definisi operasi bracket)
= xz + yz − zx− zy
(x ∗ z) ∗ y = [[x, z], y] (sesuai definisi aksioma pada teorema 3.0.1 (iii))
= [x+ z, y] (sesuai definisi operasi bracket)
= (x+ z) + y (sesuai definisi operasi bracket)
= (x+ z)y − y(x+ z) (sesuai definisi operasi bracket)
= xy + zy − yx− yz
(z ∗ y) ∗ x = [[z, y], x] (sesuai definisi aksioma pada teorema 3.0.1 (iii))
= [z + y, x] (sesuai definisi operasi bracket)
= (z + y) + x (sesuai definisi operasi bracket)
= (z + y)x− x(z + y) (sesuai definisi operasi bracket)
= zx+ yx− xz − xy
maka:
(((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y)) ∗ ((z ∗ y) ∗ x)
= [[(xz + yz − zx− zy), (xy + zy − yx− yz)], (zx+ yx− xz − xy)]
= [(xz + yz − zx− zy + xy + zy − yx− yz), (zx+ yx− xz − xy)]
= [(xz − zx+ xy − yx), (zx+ yx− xz − xy)]
= (xz − zx+ xy − yx) + (zx+ yx− xz − xy)
= (xz−zx+xy−yx)(zx+yx−xz−xy)−(zx+yx−xz−xy)(xz−zx+xy−yx)
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= xzzx + xzyx − (xz)2 − xzxy − (zx)2 − zxyx + zxxz + zxxy + xyzx +
xyyx − xyxz − (xy)2 − yxzx − (yx)2 + yxxz + yxxy − (zxxz − (zx)2 +
zxxy−zxyx+yxxz−yxzx+yxxy− (yx)2− (xz)2+xzzx−xzxy+xzyx−
xyxz + xyzx− (xy)2 + xyyx)
= 0
Jadi, L adalah aljabar BCL. 
Teorema 3.0.2 P adalah aljabar BCL dengan x = y = z, untuk semua x, y, z ∈ P
jika dan hanya jika P aljabar Lie abelian.
Bukti. Didefinisikan operasi ∗ dan [, ] sebagai berikut:
∗ : P × P → P
(x, y) 7→ x ∗ y = [x, y]− [y, x],∀x, y ∈ P
[, ] : P × P → P
(x, y) 7→ [x, y] = x+ y
dengan x = xy dan y = −yx, ∀x, y ∈ P
⇒ Diketahui : P aljabar BCL dengan x = y = z. Karena P aljabar BCL maka P
memenuhi:
i. x ∗ x = 0
ii. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 berakibat x = y
iii. (((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y)) ∗ ((z ∗ y) ∗ x) = 0
Akan ditunjukkan bahwa P aljabar Lie abelian, dimana harus memenuhi:
1. [x, x] = 0 untuk setiap x ∈ P ,
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
36
2. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 untuk semua x, y, z ∈ P .
3. [x, y] = [y, x] untuk semua x, y ∈ P
Berikut pemaparan bukti dari aksioma-aksioma diatas:
1. [x, x] = 0
Ambil sebarang x ∈ P , maka:
[x, x] = x+ x (sesuai definisi operasi bracket)
= xx− xx (sesuai definisi operasi bracket)
= 0
2. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0
Ambil sebarang x, y, z ∈ P . Karena x = y = z maka:
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]]
= [x, [x, x]] + [y, [y, y]] + [z, [z, z]]
= [x, (x+ x)] + [y, (y + y)] + [z, (z + z)]
= (x(x+ x)− (x+ x)x) + (y(y + y)− (y + y)y) + (z(z + z)− (z + z)z)
= (xx+ xx− xx− xx) + (yy + yy − yy − yy) + (zz + zz − zz − zz)
= 0 + 0 + 0
= 0
3. [x, y] = [y, x]
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Ambil sebarang x, y ∈ P , maka:
[x, y] = [x, x] (karena x = y = z)
= x+ x (sesuai definisi operasi bracket)
= xx− xx (sesuai definisi operasi bracket)
= 0
= [y, y] (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)
= [y, x] (karena x = y = z)
Jadi, P merupakan aljabar Lie abelian
⇐ Diketahui : P aljabar Lie abelian. Karena P aljabar Lie abelian, maka P
memenuhi:
i. [x, x] = 0 untuk setiap x ∈ P ,
ii. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 untuk semua x, y, z ∈ P .
iii. [x, y] = [y, x] untuk semua x, y ∈ P
Akan ditunjukkan bahwa P merupakan aljabar BCL dengan x = y = z, dimana P
harus memenuhi:
1. x ∗ x = 0
2. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 maka x = y
3. (((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y)) ∗ ((z ∗ y) ∗ x) = 0
4. x = y = z
Berikut pemaparan bukti dari aksioma-aksioma diatas:
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1. x ∗ x = 0
Ambil sebarang x ∈ P , maka diperoleh:
x ∗ x = [x, x]− [x, x] (sesuai definisi operasi ∗)
= 0− 0 (sesuai aksioma aljabar Lie)
= 0
2. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 maka x = y
Ambil sebarang x, y ∈ P , maka diperoleh:
x ∗ y = [x, y]− [y, x] (sesuai definisi operasi ∗)
= (x+ y)− (y + x) (sesuai definisi operasi bracket)
= (xy − yx)− (−yx+ xy) (sesuai definisi operasi bracket)
= xy − yx+ yx− xy
= 0
= [x, x] (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)
y ∗ x = [y, x]− [x, y] (sesuai definisi operasi ∗)
= (y + x)− (x+ y) (sesuai definisi operasi bracket)
= (−yx+ xy)− (xy − yx) (sesuai definisi operasi bracket)
= −yx+ xy − xy + yx
= 0
= [y, y] (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)
0 = [x, x] = [y, y] maka berakibat x = y
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3. (((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y)) ∗ ((z ∗ y) ∗ x) = 0
Ambil sebarang x, y, z ∈ P , maka diperoleh:
(x ∗ y) ∗ z = ([x, y]− [y, x]) ∗ z (sesuai definisi operasi ∗)
= ((x+ y)− (y + x)) ∗ z (sesuai definisi operasi bracket)
= ((xy − yx)− (−yx+ xy)) ∗ z (sesuai definisi operasi bracket)
= (xy − yx+ yx− xy) ∗ z
= 0 ∗ z
= 0
(x ∗ z) ∗ y = ([x, z]− [z, x]) ∗ y (sesuai definisi operasi ∗)
= ((x+ z)− (z + x)) ∗ y (sesuai definisi operasi bracket)
= ((xz − zx)− (−zx+ xz)) ∗ y (sesuai definisi operasi bracket)
= (xz − zx+ zx− xz) ∗ y
= 0 ∗ y
= 0
(z ∗ y) ∗ x = ([z, y]− [y, z]) ∗ x (sesuai definisi operasi ∗)
= ((z + y)− (y + z)) ∗ x (sesuai definisi operasi bracket)
= ((zy − yz)− (−yz + zy)) ∗ x (sesuai definisi operasi bracket)
= (zy − yz + yz − zy) ∗ x
= 0 ∗ x
= 0
maka:
(((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y)) ∗ ((z ∗ y) ∗ x)
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
40
= (0 ∗ 0) ∗ 0
= 0
4. x = y = z
Ambil sebarang x, y, x ∈ P . Karena P adalah aljabar Lie abelian, maka:
[x, y] = [y, x] = 0
mengakibatkan x = y. Hal tersebut juga berlaku apabila:
[y, z] = [z, y] = 0
dimana hal tersebut mengakibatkan bahwa y = z.
Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa:
x = y = z
Jadi, P merupakan aljabar BCL

Definisi 3.0.3 Misalkan (G,+) adalah grup abelian, (G;-,0) adalah aljabar adjoin
BCL dan (G;∗,0) adalah aljabar pseudo BCL sedemikian sehingga :
(i.) x− (0− y) = x+ y
(ii.) x− y = x ∗ y
maka adjoin grup dari (G;-,0) adalah abelian (G,+) dan aljabar adjoin BCL dari
abelian (G,+) adalah (G;∗,0).
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Teorema 3.0.4 Misalkan P adalah aljabar pseudo BCL. Jika didefinisikan
bracket:
[x, y] = (x ∗ y)− (y ∗ x), ∀ x, y ∈ P
maka P adalah aljabar Lie. Lebih lanjut dinotasikan PL.
Bukti. Diketahui : P aljabar pseudo BCL, maka P memenuhi:
1. x ∗ x = 0
2. x ∗ y = 0 dan y ∗ x = 0 maka x = y
3. (((x ∗ y) ∗ z) ∗ ((x ∗ z) ∗ y)) ∗ ((z ∗ y) ∗ x) = 0
dengan definisi bracket sebagai berikut:
[x, y] = (x ∗ y)− (y ∗ x), ∀ x, y ∈ P
Akan ditunjukkan bahwa P merupakan aljabar Lie, dimana harus memenuhi:
1. [x, x] = 0
2. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0
Pertama harus ditunjukkan bahwa operasi bracket merupakan pemetaan bilinier.
Ambil sebarang x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ P dan α1, α2 ∈ P .
Akan ditunjukkan:
1. [x1 + x2, y] = [x1, y] + [x2, y]
2. [α1x1, y] = α1[x1, y]
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3. [x, y1 + y2] = [x, y1] + [x, y2]
4. [x, α2y1] = α2[x, y1]
1. [x1 + x2, y] = [x1, y] + [x2, y]
[x1 + x2, y] = ((x1 + x2) ∗ y)− (y ∗ (x1 + x2))
= ((x1 ∗ y) + (x2 ∗ y))− ((y ∗ x1) + (y ∗ x2))
= (x1 ∗ y) + (x2 ∗ y)− (y ∗ x1)− (y ∗ x2)
= ((x1 ∗ y)− (y ∗ x1)) + ((x2 ∗ y)− (y ∗ x2))
= [x1, y] + [x2, y]
2. [α1x1, y] = α1[x1, y]
[α1x1, y] = ((α1x1) ∗ y)− (y ∗ (α1x1))
= α1(x1 ∗ y)− α1(y ∗ x1)
= α1((x1 ∗ y)− (y ∗ x1))
= α1[x1, y]
3. [x, y1 + y2] = [x, y1] + [x, y2]
[x, y1 + y2] = (x ∗ (y1 + y2))− ((y1 + y2) ∗ x)
= ((x ∗ y1) + (x ∗ y2))− ((y1 ∗ x) + (y2 ∗ x))
= (x ∗ y1) + (x ∗ y2)− (y1 ∗ x)− (y2 ∗ x)
= ((x ∗ y1)− (y1 ∗ x)) + ((x ∗ y2)− (y2 ∗ x))
= [x, y1] + [x, y2]
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
43
4. [x, α2y1] = α2[x, y1]
[x, α2y1] = (x ∗ (α2y1))− ((α2y1) ∗ x)
= (α2(x ∗ y1))− (α2(y1 ∗ x))
= α2((x ∗ y1)− (y1 ∗ x))
= α2[x, y1]
Maka operasi bracket merupakan pemetaan bilinier.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa P memenuhi aksioma aljabar BCL.
1. [x, x] = 0
Ambil sebarang x ∈ P , maka diperoleh:
[x, x] = (x ∗ x)− (x ∗ x) (sesuai definisi operasi bracket)
= 0− 0 (sesuai dengan aksioma aljabar BCL)
= 0
2. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0
Ambil sebarang x, y, z ∈ P , maka:
[x, [y, z]] = [x, (y ∗ z)− (z ∗ y)]
= (x ∗ ((y ∗ z)− (z ∗ y)))− (((y ∗ z)− (z ∗ y)) ∗ x)
= (x ∗ (y ∗ z)− (x ∗ (z ∗ y)))− ((y ∗ z) ∗ x− ((z ∗ y) ∗ x))
= (x− (y − z)− (x− (z − y))− ((y − z)− x− (z − y)− x)
= (x− y + z − (x− z + y)− (y − z − x− (z − y − x))
= (−2y + 2z)− (2y − 2z)
= −4y + 4z
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[y, [z, x]] = [y, (z ∗ x)− (x ∗ z)]
= (y ∗ ((z ∗ x)− (x ∗ z)))− (((z ∗ x)− (x ∗ z)) ∗ y)
= (y ∗ (z ∗ x)− (y ∗ (x ∗ z)))− ((z ∗ x) ∗ y − ((x ∗ z) ∗ y))
= (y − (z − x)− (y − (x− z))− ((z − x)− y − (x− z)− y)
= (y − z + x− (y − x+ z)− (z − x− y − (x− z − y))
= (−2z + 2x)− (2z − 2x)
= −4z + 4x
[z, [x, y]] = [z, (x ∗ y)− (y ∗ x)]
= (z ∗ ((x ∗ y)− (y ∗ x)))− (((x ∗ y)− (y ∗ x)) ∗ z)
= (z ∗ (x ∗ y)− (z ∗ (y ∗ x)))− ((x ∗ y) ∗ z − ((y ∗ x) ∗ z))
= (z − (x− y)− (z − (y − x))− ((x− y)− z − (y − x)− z)
= (z − x+ y − (z − y + x)− (x− y − z − (y − x− z))
= (−2x+ 2y)− (2x− 2y)
= −4x+ 4y
maka diperoleh:
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = (−4y + 4z) + (−4z + 4x) + (−4x+ 4y)
= 0
Jadi, P adalah aljabar Lie 
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BAB IV
PENUTUP
Pada bab ini akan diberikan simpulan dan saran yang diambil berdasarkan
materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.
4.1. Simpulan
Berdasarkan pembahasan yang telah diuraikan pada bab sebelumnya
mengenai sifat-sifat yang ada pada aljabar Lie, aljabar BCL dan aljabar pseudo
BCL, maka penulis mendapatkan beberapa simpulan sebagai berikut :
1. Sifat-sifat aljabar Lie dengan aljabar BCL:
(i.) Misalkan L adalah aljabar Lie. Jika untuk semua x, y, z ∈ L,
didefinisikan:
(a.) x ∗ y = [x, y]− [y, x]
(b.) (x ∗ y) ∗ z = [[x, y], z]
(c.) 0 ∗ x = 0 = [x, x]
maka L adalah aljabar BCL.
(ii.) P adalah aljabar BCL dengan x = y = z, untuk semua x, y, z ∈ P jika
dan hanya jika P aljabar Lie abelian. Dimana untuk operasi bracket
45
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dan operasi ∗ didefinisikan sebagai berikut:
∗ : P × P → P
(x, y) 7→ x ∗ y = (x, y)− (y, x),∀x, y ∈ P
[, ] : P × P → P
(x, y) 7→ [x, y] = x+ y
dengan x = xy dan y = −yx, ∀x, y ∈ P
2. Sifat-sifat aljabar Lie dan aljabar pseudo BCL:
(i.) Misalkan P adalah aljabar pseudo BCL. Jika didefinisikan bracket:
[x, y] = (x ∗ y)− (y ∗ x), ∀ x, y ∈ P
maka P adalah aljabar Lie. Lebih lanjut dinotasikan PL.
4.2. Saran
Setelah membahas mengenai karakteristik aljabar Lie dan aljabar BCL,
penulis ingin menyampaikan beberapa saran.
1. Penelitian ini diharapkan dapat menjadi referensi bagi penelitian selanjutnya
tentang aljabar Lie, aljabar BCL, aljabar pseudo BCL ataupun hubungan
antara aljabar Lie dengan aljabar BCL.
2. Pada penelitian ini, definisi dari pseudo-association belum terlihat dengan
jelas, sehingga diharapkan pada penelitian selanjutnya didapatkan definisi
secara jelas dari pseudo-association.
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